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Some remarks on the benefits of the history of mathematics in both 

teaching and research activity

Summary: In this paper, we make some remarks about the use and benefits of the history of math-

ematics both in our teaching activity in secondary school and in teacher training courses, and in 

our research in pure mathematics. In the sphere of secondary school, we present some ideas on 

the performance of activities involving the extraction of n-roots of positive integers from the read-

ing of Viète’s work De Numerosa Potestatum. We also highlight the significance of the history of 

mathematics for the acquisition of a comprehensive understanding of the evolution of different 

aspects of this discipline and we briefly describe the path followed by Apollonius’s theorem, con-

necting different branches of mathematics. Lastly, we illustrate the benefits of the history of math-

ematics in relation to our research efforts by showing how to make appropriate use of a certain 

inequality in a problem of discrete dynamical systems.

Key words: benefits of the history of mathematics, teaching, research, classroom activities

Introducción

En estas notas pretendemos reflexionar sobre los beneficios que reporta el estudio 

de la historia de las matemáticas, tanto en el ámbito de las enseñanzas media y 

universitaria como en la labor de investigación para la generación de nuevos co-
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nocimientos en los distintos campos de las matemáticas. Abordamos esta tarea desde tres puntos de 

vista, con los siguientes objetivos: desde la perspectiva de la enseñanza media, para hacer atractiva la 

presentación de diferentes temas mediante materiales con actividades para el aula; en la formación 

de futuros docentes, haciendo ver la utilidad de la historia para, entre otros, contextualizar los temas 

y dar una visión unificadora de las matemáticas; desde el punto de vista de la investigación en ma-

temáticas, comentaremos su importancia para, a través de la lectura de autores antiguos, obtener la 

inspiración para resolver un problema o plantear nuevas cuestiones.

En cada parte, apuntaremos una serie de reflexiones generales sobre la utilidad de la historia de 

las matemáticas. Además, en los tres casos trataremos de ejemplificarlas a través de situaciones con-

cretas. A continuación, las esbozamos someramente. 

En la etapa de enseñanza media, veremos cómo la lectura de textos originales nos puede llevar a 

elaborar materiales para el aula. Así se hizo en (Herrero et al., 2017), en donde preparamos una serie 

de actividades basadas en métodos numéricos de resolución de ecuaciones del siglo xvi. Ahora, par-

tiendo de la lectura de De numerosa potestatum (1600) de François Viète (1540-1603), planteamos 

una serie de actividades para el aula de secundaria sobre el tema de cálculo y aproximación de raíces 

enésimas.

En relación con la enseñanza universitaria, en ocasiones necesitamos despejar dudas sobre el 

recorrido histórico de un tema o un resultado concretos. Este es el caso de una generalización del 

teorema de Apolonio que se presenta como original en Amir-Moez y Hamilton (1976), mientras que 

en Recasens (2008) nos queda claro que dicho resultado ya era conocido por Leonhard Euler (1707-

1783), véase Euler (1750), e incluso por José Zaragoza (1627-1679), véase Zaragoza (1674).

Finalmente, en la labor investigadora, la lectura de textos de otras épocas nos puede inspirar a 

veces para abordar la demostración de un resultado. Lo ilustraremos con Linero y Soler (2020), un 

trabajo de investigación en el ámbito de los sistemas dinámicos discretos, en donde se precisa compa-

rar el tamaño de las columnas de una sucesión de matrices 10 × 10, lo que se consigue en parte gra cias 

a elementos de geometría clásica. Todo ello por la inspiración de la lectura de los Elementos de Euclides 

en la versión presentada por Pierre Hérigone (1580-1643), véase Hérigone, 1634, tomo i.

Materiales para el aula: aproximación de raíces enésimas

En la etapa obligatoria de secundaria, el aprendizaje de las matemáticas por parte de los alumnos 

suele verse frenado por diferentes factores. A la inherente dificultad epistemológica al introducir los 

conceptos, hemos de añadir la desazón que se genera en los estudiantes con la presentación súbita 

de los temas, sin contextualizar y asimilados mediante la repetición, a veces tediosa, de ejercicios que 

siguen unos patrones muy marcados. Estos obstáculos metodológicos hacen en general crecer en el 

alumnado un sentimiento de desinterés, de falta de confianza y de control, e incluso de impotencia, 

a la hora de asimilar la asignatura. En este sentido, pensamos que la historia de las matemáticas pue-

de ser una herramienta pedagógica muy interesante para proporcionar un enriquecimiento sustan-

cial en el proceso de enseñanza y aprendizaje, nos puede servir para intentar hacer atractivos los te-

mas, para motivar al alumnado, dando sentido y contextualizando cada una de sus partes, todo ello 

con el objetivo de que perciban la transmisión de las matemáticas como una ciencia construida me-

diante un trabajo colectivo y en continua evolución (Massa-Esteve, 2014). Además, el uso de fuentes 

originales nos permitirá elaborar materiales que rompan con la monotonía tradicional, que supon-

gan la realización de actividades no repetitivas en las que el alumno potencie su creatividad y adopte 
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estrategias no estándares para su resolución. Intentaremos presentar tareas enriquecedoras, en la 

búsqueda de una formación completa del alumnado. 

En esta sección vamos a incidir en la cuestión de la resolución numérica de raíces enésimas. 

Recomendamos Cajori (1910) como introducción al tema, puede consultarse también Barrow-

Green et al. (2019). Si queremos contextualizar históricamente el tema, en primer lugar debemos 

decir que la extracción de raíces cuadradas y cúbicas aparece ya como asunto de valor práctico 

indudable en las civilizaciones babilónica y egipcia. Lo encontramos en la civilización griega, tan-

to bajo el tamiz geométrico de los Elementos de Euclides como el aritmético en Arquímedes 

(c. 272-212 a. C.) o en Herón de Alejandría (10-70 d. C.). La universalidad del problema de apro-

ximar raíces cuadradas y cúbicas hace que aparezca en diferentes culturas, aparte de la occidental, 

como en las culturas china e hindú. Siguiendo con este trazado somero de la historia de la aproxi-

mación de raíces enésimas, podemos citar también a Leonardo de Pisa (c. 1170 - c. 1250), quien 

en su Liber abaci nos muestra en el capítulo xiv cómo proceder con la extracción de raíces cuadra-

das y cúbicas. Ya durante el siglo xvi encontramos diferentes textos de aritmética donde hayamos 

la resolución de raíces cuadradas, tanto exactas como aproximadas, siguiendo la línea directriz de 

los Elementos de Euclides,1 y la extracción de raíces de mayor potencia a través de un procedi-

miento numérico basado en lo que hoy denominamos binomio de Newton. Todas estas ideas y pro-

cedimientos desembocarán de manera magistral en la obra De numerosa potestatum (1600-1646) 

de Viète. 

La primera publicación de la obra se realizó a cargo de Marino Ghetaldi (1568-1626) en 1600 

(Viète, 1600). En 1646 se volvió a publicar una nueva versión de este trabajo, dentro de la Opera 

mathematica de Viète (1646), editada por Frans van Schooten (1615-1660), también en latín. Existe 

una traducción al inglés, aunque incompleta (Viète, 1983). 

La obra se divide en tres partes: «De numerosa potestatum purarum resolutione» (Viète, 1600: 

f. 2-6; Viète, 1646: 163-172), donde Viète resolvió numéricamente las ecuaciones puras, de la forma 

xn = a; «De numerosa potestatum adfectarum resolutione» (Viète, 1600: f. 7-34; Viète, 1646: 173-

223), donde resolvió numéricamente ecuaciones con términos diferentes al de grado mayor y al 

término independiente (a este tipo de ecuaciones las llamará afectadas), aplicando el método usado 

en la extracción de las ecuaciones puras, y por último «Consectarium generale ad analysim potesta-

tum adfectarum, et praeceptorum quae ad eam pertinent, recollectio» (Viète, 1600: f. 34-36; Viète, 

1646: 224-228), con un resumen de consecuencias generales del análisis efectuado y una enumera-

ción de preceptos que se deben tener en cuenta en la resolución de ecuaciones. 

En cuanto a las ecuaciones puras, Viète plantea la resolución de cinco problemas, problemas i-v, 

desde la raíz cuadrada hasta la sexta:

x2 = 2916; x3 = 157464: x4 = 3311776: x5 = 7962624: x6 = 191102976. En la notación de Viète: 

IQ æquari 29,16; IC æquari 157, 464; I QQ æquari 331,776; I QC æquari 7,962,624; I CC æquari 

191,102,976, respectivamente.

1. Así, Pérez de Moya (c. 1512-1596), en su Arithmetica practica y speculativa, 1562, cuando trata la raíz cuadrada de 52417, nos 

comenta: «Y asi diras, que la rayz de 52 es 7 y sobran 3. Prosigue para sacar la rayz de los 3 que sobraron, y de los 4 que están entre 

los dos puntos, lo qual haras doblando los 7 que te han venido por rayz. Como muestra Euclides en la quarta del segundo…» (p. 457). 
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La resolución de estas raíces (todas ellas exactas) se lleva a cabo a través de unas ingeniosas ta-

blas, originales de Viète, en las que se va apoyando para, a través del desarrollo de la potencia de un 

binomio, ir obteniendo sus soluciones. 

En relación con la aproximación numérica de raíces, en el precepto 9 que antecede a la resolu-

ción de las ecuaciones puras, Viète propone aproximar por exceso y por defecto las raíces, y afirma 

(véase la figura 2 para el texto en latín): 

(9)

Pero si, aunque fuera menor, no quedaran puntos sobrantes, entonces es claro que la raíz es irra-

cional. A la raíz completa que hemos obtenido le añadiremos una fracción cuyo numerador es el 

 resto que nos queda por resolver del término inicial, y cuyo denominador será el divisor que obten-

dríamos si se añadiera otro punto al término a resolver. Esta fracción añadida a la raíz completa (ya 

obtenida) da una solución mayor que la verdadera. Si en la segunda potencia, el denominador es 

aumentado en uno, nos da una raíz más pequeña que la verdadera. La raíz está implícitamente entre 

estos divisores. (Traducción propia de los autores.)

Es decir, en términos actuales, para aproximar n√An + R , se nos propone:

Figura 1. Portada de De Numerosa Potestatum (Viète, 1600); tablas para extraer la raíz cúbica de 157464  
(Viète, 1600); imagen de Viète.

Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/François_Viète.

Figura 2. Precepto noveno de De numerosa potestatum. 
Fuente: Viète, 1600: f. 2v.
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Raíz entera + 
Resto

Divisor + 1
 < Solución < Raíz entera + Resto

Divisor
, esto es, A + 

R

d + 1
 < Solución < A + 

R

d
, 

en donde el divisor d es 2A (raíz cuadrada), 3A2 + 3A (raíz cúbica), 4A3 + 6A2 + 4A (raíz cuarta), etcé-

tera.2 Digamos que el precepto 9 es correcto para la aproximación de raíces cuadradas, pero deja de 

ser cierto en algunos casos cuando el índice de la raíz buscada es mayor o igual que 3.

En la edición de 1600, tras obtener en el problema iii 24 como raíz cuarta de 331776, Viète pasa a 

estimar el valor de 4√20000 y nos da las aproximaciones 11 + 5359

6095
 y11 + 5359

6094
 (véase la figura 3), 

como consecuencia de aplicar el precepto 9, teniendo en cuenta que 20000 = 114 + 5359 = A4 + R y 

que, en este caso, el divisor es d = (A + 1)4 – A4 – 1 = 4A3 + 6A2 + 4A = 6094. Además, el texto nos da 

una nueva aproximación, 11 + 10718

12189
, que corresponde a emplear la desigualdad 

a

b
 < 

a + c

b + d
 < 

c

d
,

cuando a, b, c, d son cantidades positivas dadas tales que 
a

b
 < 

c

d
.3

Recordemos que el precepto 9 propugna que 4√20000 queda comprendida entre las fraccio-

nes A + 
R

Divisor + 1
 y A + 

R

Divisor
. Si realizamos las comprobaciones pertinentes, 11 + 5359

6095
 < 11 +

5359

6094
 < 4√20000, es decir, las dos aproximaciones obtenidas lo son, en realidad, por defecto, y la 

solución intermedia 11 + 10718

12189
 tampoco mejora la aproximación. 

En la edición de 1646 de Van Schooten (Viète, 1646), el precepto 9 se mantiene igual, pero al 

aproximar 4√20000 encontramos una diferencia en la redacción del texto: tras añadir grupos de 

ceros, como en Viète (1600), aproxima por defecto y por exceso de este modo: 11 + 8917

10000
 < 11 + 

8918

10000
 (véase la figura 4). No obstante, ambas siguen siendo aproximaciones por defecto.

2. Observemos que el divisor d es justamente d = (A+1)n − An − 1. 

3. Nicolas Chuquet (1445-1488) comenta en su obra Triparty en la science des nombres (1484) que a él se debe la invención y 

aplicación de esta desigualdad (en adelante, la llamaremos regla de Chuquet). El lector interesado en conocer más detalles puede 

consultar Herrero et al. (2017). 

Figura 3. Aproximación de 4√20000. 
Fuente: Viète, 1600: f. 5.
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El valor 11 + 8917

10000
, por defecto, se ha obtenido añadiendo grupos cuaternarios de ceros (0000, 

0000…), pero no se nos indica cómo se ha procedido a dar la aproximación final, seguramente trun-

cando simplemente la cadena de grupos en algún momento. Intuimos también que la idea de apro-

ximar por exceso consiste ahora en añadir una unidad a la última cifra obtenida. Pero el valor pre-

sentado, 11 + 8917

10000
, sigue siendo una aproximación por defecto. Como en Viète (1600), se aplica 

la regla de Chuquet para obtener un valor intermedio, 8917 + 8918

10000 + 10000
 = 3567

4000
. En esta nueva 

edición de De numerosa potestatum, no se menciona el porqué del pequeño cambio que hay en el 

texto. En la literatura, hasta donde nosotros sabemos, no hemos encontrado mención alguna a este 

cambio; de hecho, en la traducción con comentarios y notas de Witmer (Viète, 1983) ni siquiera se 

traducen los problemas iii y iv, tan solo se indica que su tratamiento es análogo a los problemas an-

teriores.

A la hora de preparar actividades para el aula, digamos que en el currículo de las matemáticas de 

secundaria y bachillerato (decretos 220/2015 y 221/2015), el tratamiento de las raíces lo encontra-

mos dentro de todos los cursos de la ESO. En el primer ciclo aparece el contenido «Raíces cuadradas. 

Estimación y obtención de raíces aproximadas»; se plantea el concepto de raíz cuadrada y se aproxi-

ma su valor mediante tanteo, a través de sucesiones que aproximan por exceso y defecto su valor, 

quedándonos con la última estimación. En el segundo ciclo, se pasa a un tratamiento básicamente 

operativo, acentuando su relación con potencias de exponente racional, pero se obvia por completo 

el concepto de aproximación tratado anteriormente, por cierto con poco detalle, en el primer ciclo. 

Sin embargo, en 3º de la ESO sigue apareciendo el concepto de aproximación a la raíz cuadrada den-

tro del contenido «Raíces cuadradas. Raíces no exactas. Expresión decimal», que normalmente no se 

desarrolla dentro del aula. El escaso bagaje algebraico que el alumno posee en el primer ciclo de la 

ESO es enriquecido en el segundo ciclo, donde ya se opera con polinomios y se manipulan, con total 

normalidad, expresiones como las potencias de un binomio. Es en estos dos cursos donde la ex-

tracción de raíces, no solo cuadradas, sino de orden superior, se puede relacionar con la potencia de 

un binomio para diseñar algoritmos que nos permiten obtener la aproximación decimal de dichas 

raíces.

Con todo lo anterior, a modo de ilustración, algunas propuestas de actividades para el aula po-

drían ser: 

1) Desarrollar el contexto histórico: indagar otras aproximaciones a lo largo de la historia para 

raíces cuadradas y cúbicas (tablas babilónicas, Herón, cultura china…), tomando como punto de 

partida Cajori (1910) y Barrow-Green et al. (2019); búsqueda del personaje, Viète (vida, obras, épo-

ca…). 

Figura 4. Aproximación de 4√20000. 
Fuente: Viète, 1646: f. 169.
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2) Para ilustrar las expresiones retóricas y la notación cosista, expresar con esa notación ecuacio-

nes para raíces cuartas, sextas, octavas… Además, para n = 2,3 sería muy conveniente que el alumno 

ligase el análisis numérico con el significado geométrico de las raíces cuadradas y cúbicas.

3) Formación de tablas para el cálculo de raíces cuadradas y cúbicas. Explicar razonadamente la 

tabla que usamos para extraer raíces cuadradas.

4) Manejo de desigualdades elementales para comprobar que la aproximación A + 
R

d + 1
 es siem-

pre menor que la raíz buscada (al menos, comprobarlo para raíces cuadradas y cúbicas; se requiere 

el uso del binomio de Newton).

5) Desarrollar en clase la aproximación de √2 dada por Viète al final del problema i; además, 

desarrollar el problema iii: ajustar los valores de A, d y R al caso de 4√20000 y comprobar que la 

aproximación A + 
R

d
 no lo es por exceso.

6) Uso de programas matemáticos de acceso libre (Maxima, Pyton…): programar un algoritmo 

que nos indique cuántos (y qué) valores del resto R nos proporcionan una aproximación A + 
R

d
 por 

exceso de la raíz cúbica de A3 + R.

Despejando dudas históricas

Cuando pensamos en la historia de las matemáticas, muchas veces nos vemos tentados en nuestra 

labor docente a usar alguna anécdota, más o menos contrastada, para atraer la atención de nues- 

tra audiencia. Pero no debemos conformarnos con un acopio de anécdotas, de acontecimientos más 

o menos plausibles alrededor de un tema o de un personaje, más bien debemos ir más allá e inclinar-

nos por construir una cultura histórica sólida para fortalecer nuestros conocimientos. Esto implica 

en todos los casos buscar siempre rigurosidad en nuestros desarrollos, en el manejo de datos, en el 

análisis y comparación de los textos que usemos (Ferreirós, 2003). La memoria del pasado hará que 

comprendamos mejor el encaje de los contenidos desarrollados en clase, en cualquiera de las etapas 

educativas, y nos pondrá en aviso de la procedencia de un cierto tema y su recorrido hasta nuestros 

días. 

En particular, las observaciones anteriores son pertinentes cuando impartimos clases dentro de 

un máster de formación para futuros profesores en educación secundaria, en la especialidad de ma-

temáticas. En él, una posibilidad para ofertar la elaboración del trabajo de fin de máster (TFM) con-

siste en desarrollar una propuesta que se enmarque dentro de la historia de las matemáticas. Creemos 

que una estructura apropiada puede ser la siguiente: elegir una línea de trabajo en la que tratar o bien 

un autor, o una época, o incluso un tema matemático concreto; aprovechar la formación matemática 

del alumno para hacer un desarrollo matemático riguroso de los conceptos y resultados de los que 

trate su TFM; finalmente, proponer futuras actividades para el aula, basadas en la historia de las ma-

temáticas, ajustadas a la línea de trabajo elegida y al currículo de ESO y bachillerato correspondien-

te a nuestra comunidad autónoma (decretos 220/2015 y 221/2015). 

En la elaboración de una propuesta de TFM en los términos anteriores, si bien debemos destacar 

la fortaleza de la formación matemática de nuestros alumnos, la mayoría de ellos graduados en Ma-

temáticas, en cambio detectamos carencias en su instrucción en historia de las matemáticas, de modo 

que nuestra primera tarea como tutores de un TFM o docentes en una asignatura de historia es ha-
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cerles reflexionar sobre las ventajas de introducir aspectos históricos en la formación de los alumnos 

de secundaria, de las que ya hemos hablado en la sección anterior. Y en aras de una correcta utiliza-

ción de los recursos históricos, nuestros alumnos tutorizados deben ser exigentes con la rigurosidad 

en los desarrollos y procesos descritos, deben informarse convenientemente del recorrido histórico 

de un tema, de un resultado matemático, de la autoría de una prueba, etc. Al exigir al estudiante que 

profundice en las citas y sea riguroso con todas las afirmaciones expuestas, huyendo de la mera anéc-

dota, facilitamos el fortalecimiento de su nivel educativo, tanto histórico como matemático. Además, 

nos podemos encontrar por el camino con gratas sorpresas. 

Para ilustrar este punto, imaginemos que el estudiante de máster se ve requerido a desarrollar 

propuestas en el aula de secundaria en relación con cuestiones de geometría elemental, en particular, 

sobre cuadriláteros. Por ejemplo, una mera aplicación del teorema de Pitágoras nos muestra que, en 

un rectángulo, la suma de los cuadrados de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de sus dia-

gonales. La misma propiedad se mantiene para paralelogramos de lados a, b y diagonales e, d, esto  

es 2a2 + 2b2 = e2 + d2, conocida como ley del paralelogramo. Un alumno de secundaria o bachillerato 

podría hacer la demostración de este resultado, o bien de nuevo a través del teorema de Pitágoras y 

una adecuada descomposición del paralelogramo, o bien a través del uso de vectores. 

El origen de dicha ley del paralelogramo lo encontramos en la matemática griega. En concreto, 

en un resultado de Apolonio de Perga (c. 262 - c. 190 a. C.), que establece que para un triángulo de 

lados a, b, c se cumple que a2 + b2 = 
1

2
 c2 + 2m2 donde m es la longitud de la mediana trazada desde el 

vértice opuesto al lado c. Es sencillo observar que el teorema de Apolonio es equivalente a la ley del 

paralelogramo. Este teorema nos ha llegado a través de la obra de Pappus de Alejandría (c. 290-350) 

(Pappus, 1986). 

Siguiendo con el tema, de modo natural surge la pregunta de si es posible generalizar la propiedad 

de los paralelogramos a un cuadrilátero general. Es decir, si ABCD es un cuadrilátero de lados a, b, c, 

d y diagonales p, q, nos preguntamos si se sigue manteniendo la propiedad a2 + b2 + c2 + d2 = p2 + q2. El 

alumno podría responder a esta cuestión, de manera negativa, empleando el recurso del contraejemplo, 

diseñando un ejemplo para, digamos, un trapecio rectangular. 

Si, en general, un cuadrilátero no satisface la ley del paralelogramo, nos podemos plantear si es 

posible encontrar otra expresión para la suma de los cuadrados de sus lados. Rastreando en la litera-

tura, mediante repositorios y bases de datos adecuados de matemáticas, podemos encontrar Amir-

Moez y Hamilton (1976), en donde se presenta como original4 la siguiente generalización: si A, B, C, 

D son los vértices de un cuadrilátero, y M, N son los puntos medios de las diagonales AC y BD, en-

tonces (AB)2 + (BC)2 + (CD)2 + (DA)2 = (AC)2 + (BD)2 + 4(MN)2. 

Es decir, la suma de los cuadrados de los lados del cuadrilátero es igual a la suma de los cuadra-

dos de sus diagonales más un término adicional, el cuádruple del cuadrado de la distancia entre los 

puntos medios de las diagonales. 

Debemos indicar que la prueba en Amir-Moez y Hamilton (1976) es meramente vectorial, con 

el mérito de usar elementos básicos de análisis funcional. Pero, ¿no existe ninguna prueba basada en 

geometría elemental? Indagando en ello, localizamos el trabajo de Recasens (2008), en donde queda 

4. Los autores comentan: «We present here a generalization of Apollonius’ theorem which makes an interesting geometric application 

of vector algebra.», p. 89.
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claro que la generalización presentada en Amir-Moez y Hamilton ya era conocida mucho antes. En 

Recasens (2008) nos encontramos una grata sorpresa, ya que podemos leer que Euler había demos-

trado tal generalización unos doscientos años antes, con elementos puramente geométricos, basados 

en el uso del teorema de Apolonio (Euler, 1750). Pero no queda ahí la sorpresa: en el mismo trabajo 

de Recasens se nos muestra que incluso unos setenta y cinco años antes que Euler, por tanto, tres 

siglos antes de dicha generalización, se había demostrado en Zaragoza (1674). También Zaragoza 

hace una prueba basada en el teorema de Apolonio, pero diferente a la de Euler, ya que utiliza además 

su teoría del centro mínimo (Recasens, 2008). 

Hemos visto como la rigurosidad en la búsqueda de fuentes originales nos puede hacer conocer 

la procedencia histórica de los problemas. Este seguimiento nos hará tener una formación sólida de 

nuestros conocimientos y seremos capaces, incluso, de buscar conexiones entre diferentes ramas  

de las matemáticas. De nuevo, por el camino somos capaces de crear nuevas actividades para alum-

nos de secundaria: de Apolonio a los vectores; contraejemplos para la ley del paralelogramo en cua-

driláteros generales; elementos notables de un triángulo (vértices, medianas, puntos medios…). Por 

último, pero no menos importante, conseguimos que el futuro docente desarrolle su tarea con cierta 

dosis de deleite personal, suscitando en él y en sus futuros alumnos el resorte imprescindible de la 

curiosidad en la educación. 

Figura 5. La generalización del teorema de Apolonio.
Fuente: Euler, 1750.

Figura 6. Generalización del teorema de Apolonio en Zaragoza (1674); dibujo auxiliar (Recasens, 2008).

Actes de la XVII jornada sobre HCE.indd   83Actes de la XVII jornada sobre HCE.indd   83 28/7/21   8:3428/7/21   8:34



84 PEDRO JOSÉ HERRERO PIÑEYRO; ANTONIO LINERO BAS; ANTONIO MELLADO ROMERO

La inspiración en la lectura de textos antiguos 

En la tercera parte de este trabajo queremos comentar los beneficios del estudio de la historia de las 

matemáticas en la investigación matemática, pero no exclusivamente desde el punto de vista del 

análisis histórico de un tema, sino también como fuente de inspiración para resolver problemas en 

otros ámbitos de las matemáticas. 

Reflexionando sobre el beneficio del conocimiento de la historia en nuestra labor investigadora, 

el primero que podemos aducir aquí es su capacidad de servir como nexo de unión entre intereses 

variados, en principio muy dispares entre sí, de servir de contrapeso a la especialización imperante 

en la investigación en matemáticas. Podemos usarla también para tratar de conseguir una divulga-

ción atractiva de los temas que estudiamos, mediante una introducción que permita a todos los lec-

tores partir de un terreno común, aunque luego las exigencias hagan que el esfuerzo individual se 

intensifique inevitablemente si queremos ir más allá en nuestras pesquisas. Otra reflexión interesan-

te sobre las bondades del estudio de la historia reside en la conveniencia de la lectura de textos clási-

cos, como fuente de inspiración para resolver problemas concretos o abrir nuevas vías de investiga-

ción. Para ilustrarlo, vamos a ver que una sencilla desigualdad ha desatascado la prueba de un 

resultado que hemos obtenido dentro del campo de los sistemas dinámicos discretos. 

En un sistema dinámico discreto la tarea primordial es averiguar qué le ocurre a largo plazo a 

la órbita de un punto x ∈ X, al conjunto de iteradas del sistema {x, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), …}, o 

abreviadamente {x, f(x), f2(x), …, fn(x), …}, para una cierta función f : X → X; a veces, f modela el 

comportamiento de un cierto fenómeno, y cada iterada a través de la ley determinada por f nos 

permite averiguar cómo evoluciona el modelo a lo largo del tiempo (discreto) n. Por ejemplo, si 

todas las órbitas convergen en un punto fijo, diremos que la dinámica es sencilla: este es el caso de 

f(x) = 
1

2
x, con x ∈ X = [0,1], es sencillo comprobar que la iterada n-ésima es fn(x) = 

1

2n
x, n ≥ 1, luego

la órbita tiende a 0, que será un punto fijo atractor del sistema, pues f(0) = 0, y todas las órbitas con-

vergen hacia él; si suponemos que f modela la densidad de población de una cierta especie, el mode-

lo predice que la población se extingue. 

No siempre la dinámica del sistema es tan sencilla como en el ejemplo anterior. Así sucede con 

las funciones conocidas como IET (del inglés interval exchange transformation): hablando vagamente, 

una n-IET T es una aplicación inyectiva T : D ⊂ (0,1) → (0,1) que trocea el intervalo en n partes 

disjuntas y las traslada sobre el cuadrado unidad con una pendiente constante, 1 o –1. Si la pendien-

te es negativa, se dice que la IET presenta un flip en el trozo correspondiente. En la figura 7 aparece 

la gráfica de una 6-IET con cuatro flips:

Figura 7. Ejemplo de 6-IET con cuatro flips.
Fuente: Linero y Soler (2018).
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Dada una IET con flips, queremos averiguar si puede darse el fenómeno de minimalidad, esto es, 

si todas las órbitas son densas, si visitan todos los entornos abiertos del intervalo (0,1). En Linero y 

Soler (2018), hemos sido capaces de construir IET minimales T con flips. Después de ese trabajo, nos 

planteamos otro cierto problema sobre el número de medidas invariantes asociadas a una IET mini-

mal T. En Linero y Soler (2020), hemos contestado a esta pregunta, en el caso de 10-IET, encontran-

do IET minimales con flips que admiten dos medidas invariantes. Curiosamente, el problema se 

traduce a una cuestión de álgebra lineal en que hay que averiguar el número de columnas linealmen-

te independientes que tiene un cierto producto de matrices cuadradas de orden 10 × 10 cuando n 

tiende a infinito. Para ver el tamaño de la primera matriz, M
1
, redondeamos a una cifra en la mantisa,

Esa primera matriz se va multiplicando (de izquierda a derecha) por M(r
2
) · M(r

3
) · … · M(r

n
), 

donde 

y (r
n
)

n
 es una adecuada sucesión de números naturales que tiende a infinito. Denotamos ese produc-

to de matrices por N
n
, N

n
 = M

1
 · M(r

2
) · M(r

3
) · … · M(r

n
), y la representamos como unión de colum-

nas, N
n
 = (c

1
(n) | c

2
(n) |  | c

10
(n)), donde c

l 
(n) indica la l-ésima columna de la matriz N

n
, para n > 1 y 

l ∈ {1,2, …, 10}. Para obtener la siguiente matriz N
n+1

, hacemos el producto N
n+1

 = N
n
 · M(r

n+1
). Al 

intentar averiguar el número de columnas linealmente independientes que se obtiene al considerar 

el límite de las matrices N
n
 = (c

1
(n) | c

2
(n) |  | c

10
(n)), según las simulaciones numéricas que realizamos, 

todo hacía indicar que en el límite teníamos solo dos direcciones linealmente independientes (las 

que se obtienen con las columnas segunda y cuarta, además con un ángulo entre ellas de unos  

M
1
 =

3 · 1038 

2 · 1038 

2 · 1037 

5 · 1036 

7 · 1035 

1038 

2 · 1038 

9 · 1037 

2 · 1038 

9 · 1038 

3 · 1038 

2 . 1038 

2 · 1037 

5 · 1036 

7 · 1035 

1038 

2 · 1038 

9 · 1037 

2 · 1038 

9 · 1038 

7 · 1030 

4 · 1030 

4 · 1029 

1029 

1028 

2 · 1030 

4 · 1030 

2 · 1030 

3 · 1030 

2 · 1031 

3 · 1033 

2 · 1033 

2 · 1032 

1034 

3 · 1031 

9 · 1032 

2 · 1033 

7 · 1032 

1033 

2 · 1034 

3 · 1033 

2 · 1033 

2 · 1032 

1034 

3 · 1031 

9 · 1032 

2 · 1033 

7 · 1032 

1033 

2 · 1034 

7 · 1030 

4 · 1030 

4 · 1029 

1029 

1028 

2 · 1030 

4 · 1030 

2 · 1030 

3 · 1030 

2 · 1031 

5 · 1030 

3 · 1030 

3 · 1029 

7 · 1028 
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2 · 1030 

3 · 1030 

1030 

3 · 1030 

1031 

3 · 1030 

2 · 1030 

2 · 1029 

5 · 1028 

7 · 1027 

1030 

2 · 1030 

9 · 1029 

2 · 1030 

9 · 1030 

 5 · 1030 

3 · 1030 

3 · 1029 

7 · 1028 

1028 

2 · 1030 

3 · 1030 

1030 

3 · 1030 

1031 

3 · 1030 

2 · 1030 

2 · 1029 

5 · 1028 

7 · 1027 

1030 

2 · 1030 

9 · 1029 

2 · 1030 

9 · 1030

( )
M(r) = 

2 

2r 

0 

0 

0 

r 

r + 1 

0 

1 

4r + 2 

2 

2r + 2 

0 

0 

0 

r + 1

r + 2 

0 

1 

4r + 6

2 

2 

2 
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1 

2 

2 
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1 

10 

2 

2 
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1
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2 

2 

2
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2 

2 

0 

1

r +12

2 

2 

1 

0 

0 

2 

2 

0 

1 

8 

2 

1 

0 

0 

0 

0

2 
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1 

4
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0 

0 
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35 grados sexagesimales) y el resto de columnas tendía a combinaciones lineales de esas dos direc-

ciones. Pero, ¿cómo demostrarlo? ¿De qué manera podíamos comparar la relación en el tamaño entre 

las diferentes columnas? 

En ese momento es cuando hicimos uso de nuestra memoria de la historia matemática. Entre 

otros argumentos, uno esencial fue el siguiente resultado: si a, b, c, d, p, q son números reales positi-

vos tales que 
a

b
 < 

c

d
, entonces 

a

b
 < 

a + c

b + d
 < 

c

d
; además si 

a

b
 < 

p

q
 y 

c

d
 < 

p

q
, se sigue también que

a + c

b + d
 < 

p

q
 (y lo mismo sucede si cambiamos el sentido de las desigualdades). ¡Pudimos resolver el

problema gracias a una simple aplicación de la regla de Chuquet de la que hablamos en la primera 

sección de este trabajo!5 

El uso de las desigualdades anteriores fue consecuencia de tenerlas frescas en la memoria, por-

que por otra parte, de manera simultánea, estábamos analizando el tomo i del Cursus mathematicus 

de Hérigone (1634) para estudiar, entre otros asuntos, la labor de algebrización de las matemáti- 

cas de este autor en el siglo xvii, en donde es relevante su traducción con un nuevo lenguaje algebrai-

co de los Elementos de Euclides.6 En el libro v, dedicado a la teoría de proporciones, encontramos esta 

propiedad dentro de la proposición xxxi (véase la figura 8). 

Así, el contacto con textos clásicos puede servir como fuente de inspiración para la resolución 

de problemas. Aquí, el uso de una sencilla desigualdad ha permitido una salida inesperada a una 

cuestión en sistemas dinámicos discretos. Destacamos, por tanto, la importancia de la memoria del 

pasado para servir de inspiración y para comprender mejor nuestro campo de trabajo. Como dijo el 

matemático francés Henri Poincaré (1908: 930): «Pour prévoir l’avenir des Mathématiques, la vraie 

méthode est d’en étudier l’histoire et l’état présent.» 

5. El lector interesado en todos los detalles de la comparativa entre las diferentes columnas de las matrices Nn queda emplazado a 

consultar Linero y Soler (2020). 

6. Véase Massa-Esteve (2010) para el estudio del tratamiento por parte de Hérigone de los Elementos de Euclides.

Figura 8. Cursus mathematicus de Hérigone, tomo i; Les xv livres des éléments d’Euclide (libro v, fragmento de la 
proposición xxxiv, Cursus mathematicus, tomo i, Hérigone, 1634).
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos visto casos prácticos de la utilidad de la historia de las matemáticas 

en diferentes aspectos de la enseñanza, en los ámbitos de la educación media y universitaria. 

En cuanto a la educación secundaria, hemos apuntado su beneficio para contextualizar un tema, 

para proporcionar a los alumnos un acercamiento sugerente a un concepto, para transmitirles la idea 

de la evolución continua de nuestra disciplina y para ponerlos sobre aviso de las dificultades que 

puedan encontrarse. Todo ello lo hemos aderezado con actividades alrededor del cálculo de raíces 

enésimas, como las de aclarar su significado geométrico, y desarrollar habilidades matemáticas en 

cálculo, álgebra y geometría. 

Otro de los beneficios del uso riguroso de la historia en la actividad docente universitaria es 

desarrollar una visión y conocimientos sólidos respecto a un tema, un autor o un resultado. Si cui-

damos y fomentamos dicho rigor en tales análisis, nuestra comprensión de un tema será más com-

pleta, e incluso tendremos una perspectiva general más asentada de él. En nuestras notas, lo hemos 

ejemplificado con el teorema de Apolonio, viendo las conexiones que existen entre diferentes ámbi-

tos de las matemáticas, como la geometría y el análisis funcional, y recibiendo la grata sorpresa de un 

interesante recorrido histórico.

Por último, hemos discutido algunas de las ventajas que tiene la historia en la labor de investi-

gación. En particular, cómo la lectura de textos antiguos fortalece nuestra cultura histórica y, con la 

memoria fresca, sirve a veces de inspiración para desatar, por un camino inesperado, el nudo que se 

cernía sobre un problema concreto. En estas notas hemos mostrado cómo unas sencillas desigualda-

des, que tienen su origen último en los Elementos de Euclides, han permitido resolver un problema 

técnico de acotaciones de matrices para obtener un resultado sobre minimalidad en sistemas dinámi-

cos discretos. 
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